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概要

連続 OVモデルの解析計算で得られた安定・不安定平衡点が数値計算でも再現されることを検証する．
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Abstract

We verify that the stable and unstable fixed points obtained from analytical calculations of the continuous
OV model are reproduced in the numerical calculations.

1 はじめに

魚や鳥や昆虫の群れの移動，自動車の交通流など
は，自己駆動する物体により創発される集団運動と
して研究されている．自己駆動する物体は，作用・
反作用や運動量保存の法則を満たさない非対称相
互作用によって駆動されることが多い．非対称相
互作用は，エネルギーの散逸とともに導入されてお
りそのような物理系は，非対称散逸系（Asymmetric
Dissipative System）ともよばれる [11]．集団運動を
特徴づける巨視的な物理量を調べることは，非対称
散逸系においても重要であると考えられる．
巨視的な物理量を発見する足がかりとして，連続

化された最適速度模型（OV）モデルにおいて解析計
算によって予見されている安定・不安定平衡点への
収束ならびに発散が再現されることを確認する．

2 連続 OVモデル
OVモデルは交通流の数理モデルであり，𝑗 番目の

粒子の位置 𝑥 𝑗（1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛）の運動方程式が

¥𝑥 𝑗 = 𝑎
[
𝑉
(
Δ𝑥 𝑗

)
− ¤𝑥 𝑗

]
(1)

で与えられる [22]．ただし Δ𝑥 𝑗 = 𝑥 𝑗 − 𝑥 𝑗−1 で
あり周期境界を考える場合，𝑥0 = 𝑥𝑛 − 𝐿 およ
び 𝑥𝑛+1 = 𝑥1 + 𝐿 とする（𝐿 はシステムの大き
さを表す定数）．また 𝑉 は tanh 型の OV 関数
𝑉 (𝑥) = 𝑣0 [tanh 𝛽(𝑥 − 𝑏★) + Γ], とする，ただし
Γ = tanh 𝛽𝑏★．
ここで変数 𝑟 𝑗 = Δ𝑥 𝑗 − 𝑏 を導入して方程式 (11)を

書き換える（ただし 𝑏 は平均車間）．𝑥 𝑗+1 と 𝑥 𝑗 の方
程式の差を取れば 𝑟 𝑗 の運動方程式が得られる．

¥𝑟 𝑗 = 𝑎
[
𝑉
(
𝑟 𝑗+1 + 𝑏

)
−𝑉

(
𝑟 𝑗 + 𝑏

)
− ¤𝑟 𝑗

]
. (2)
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ただし 𝑉 (𝑥) = 𝑣0 tanh 𝛽(𝑥 − 𝑏★) と置き換えて良い．
ここで添字を 𝑟 𝑗 (𝑡) ≡ 𝑟 (𝑡, 𝑗) と表現しても良いこと，
さらに 𝑟 (𝑡, 𝑗) が 𝑗 に関してべき級数展開できる関数
で与えられる（𝑟 (𝑡, 𝑗) = ∑∞

𝑘=0
𝑟 (𝑘) (𝑡 ,0)

(𝑘!) 𝑗 𝑘）とき，シ

フトオペレーターを作用させると exp
(
𝜕
𝜕 𝑗

)
𝑟 (𝑡, 𝑗) =

𝑟 (𝑡, 𝑗 + 1) となる [33, 44]．シフトオペレーターを用
いた表記にして平均車間を 𝑏 = 𝐿/𝑛 と固定した上
で，𝑛 について連続極限 𝑏 𝑗 → 𝑥, 𝑟 (𝑡, 𝑗) → 𝑟 (𝑡, 𝑥),
𝑁 → ∞, 𝐿 → ∞をとると式 (22)は次のように書き換
えられる．

𝜕2𝑟

𝜕𝑡2
= 𝑎

[(
exp

(
𝑏
𝜕

𝜕𝑥

)
− 1

)
𝑉 (𝑟 + 𝑏) − 𝜕𝑟

𝜕𝑡

]
.

このとき 𝑟 が定常伝播解を持つと仮定して，𝑟 (𝑡, 𝑥) =
𝑢(𝜉), 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡（𝑐は伝播するクラスタの速度）とお
いて，exp

(
±𝑏 𝜕

𝜕𝑥

)
の３次まで展開して，積分をおこ

ない 𝑢 = 0, ¤𝑢 = 0の解を持つように積分定数を設定
し 𝑣 B d𝑢

d𝜉 と変数を設定すれば，

d𝑢

d𝜉
= 𝑣, (3a)

d𝑣

d𝜉
=

6

𝑎𝑏3𝑉 ′
[
𝑐2𝑣 − 𝑐𝑎𝑢 − 𝑎𝑏𝑉

]
− 3𝑣

𝑏
− 𝑉 ′′

𝑉 ′ 𝑣
2,

(3b)

となる．ただし 𝑉 (𝑟 + 𝑏) = 𝑣0 tanh 𝛽(𝑟 + 𝑏 − 𝑏★) −
𝑣0 tanh 𝛽(𝑏 − 𝑏★) である．

3 結果と考察
得られた式 (33) を４次ルンゲ＝クッタ法を用いて

数値計算をおこなった．先行研究 [33] にて解析計算
で得られている 𝑏 = 𝑏★, 𝑎 < 𝑎★𝑐 における不安定平衡
点（らせん状の発散）と 𝑏 ≠ 𝑏★, 𝑎𝑐 < 𝑎 での安定平
衡点（１点へのらせん状の収束）を確認した．どち
らも 𝑢0 = 𝑣0 = 1 × 10−6 からのシミュレーション計
算で，𝑏★ = 1, 𝑣0 = 1, 𝛽 = 1と設定し，解析計算 [33]
により得られている 𝑎★𝑐 = 2𝛽𝑣0, 𝑐★ = −𝑏★𝛽𝑣0 なら
びにクラスタ速度 𝑐(𝑎) を用いた．
𝑏 ≠ 𝑏★ の場合に 𝑎 が 𝑎𝑐 と近すぎた場合数値が

発散することがあったが，これは 𝑎 の値が共存相に
含まれてしまったことが原因だと考えられる．これ
を除いて，解析計算を再現する結果が得られたと言
える．
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図 1: 色でタイムステップを表した． (a) 𝑏 =

𝑏★ = 1, 𝑎 = 𝑎★𝑐 − 0.2，𝑐(𝑎) = 𝑐★
(
1 − 𝑎★𝑐 −𝑎

3𝑎★𝑐

)
=

−0.966667．(b) 𝑏 = 0.8, 𝑎 = 𝑎𝑐 + 0.2, 𝑎𝑐 =

2𝑉 ′ (𝑏) = 1.92209, 𝑐(𝑎𝑐) = −𝑏𝑉 ′ (𝑏), 𝑐(𝑎) =

𝑐(𝑎𝑐)
[
1 − 𝑎★𝑐 (𝑎−𝑎𝑐 )2

12𝑎2
𝑐 (𝑎★𝑐 −𝑎𝑐)

]
= −0.781472．
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