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概要

非対称相互作用を含む散逸系である線形化されたN体の BL-OVモデルの揺動散逸関係を調べる．
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Abstract

We investigate the Fluctuation-Dissipation-Relation in an asymmetric dissipative system using a lin-
earized N-Body BL-OV model.

1 はじめに
魚や鳥や昆虫の群れの移動，自動車の交通流，人
間の歩行者流，アメーバの凝集運動などは，自己駆
動する物体により創発される集団運動として研究さ
れている．自己駆動する物体を質点として取りあつ
かう場合，そのような物体を自己駆動粒子とよぶ．
自己駆動粒子は，粒子自身の自己駆動力によって推
進し，自己駆動粒子間に働く相互作用は作用・反作
用や運動量保存の法則を満たさない．この相互作用
は，非対称相互作用と呼ばれており [11]，自己駆動す
る物体間に働く基本的な力と考えられる．
非対称相互作用は，エネルギーの散逸とともに導入
されることで，自己駆動粒子系にみられる集団運動を
特徴付けている．エネルギー散逸と非対称相互作用を
含む物理系は，非対称散逸系（Asymmetric Dissipative
System）ともよばれる [11]．
集団運動を特徴づける巨視的な物理量を発見する
ことは，非対称散逸系という新奇な物理系において

も重要であると考えられる．本研究では，ラグラン
ジアンなどの保存量を見いだされていない非対称散
逸系のモデルであるBL-OVモデルを対象として，非
対称性が要因となる揺動散逸関係のやぶれを解析的
に計算する．

2 線形BL-OVモデル
2.1 線形化された BL-OVモデル
中山たちの先行研究 [22]において，線形化された

BL-OVは定常流からのずれ yi (i = 1, . . . , n)に関する
２階微分方程式で与えられる．：

d2yi
dt2

= a
{[

V
′
F (b) · ∆yi+1 + V

′
B (b) · ∆yi

]
− dyi

dt

}
. (1)

パラメーター aは，各粒子共通に応答時間を決定す
る「感応度」をあらわしている．VF，VBは，VF (x) =
α′

[
tanh (x − β) + Γ

]
，VB (x) = −α′′

[
tanh (x − β) + Γ

]
で

与えられる．∆yi+1 := yi+1−yi，∆yi := yi−yi−1，V
′
F (b) =

1



dVF (x)
dx

���
x=b
，V

′
B (b) = dVB (x)

dx

���
x=b
である．また，周期境

界を考え，y0 = yn，yn+1 = y1 と設定する．
定数をそれぞれ

kL
m

:= a · V
′
F (b) , − kR

m
:= a · V

′
B (b) , g

m
:= a,

とおきかえ，変数も yi (t) → xi (t) (i = 1, 2, . . . , n)と置
き換えれば，運動方程式は，

m
d2xi
dt2

=kL (xi+1 − xi) − kR (xi − xi−1)

− γ · dxi
dt
+ Ri (t) + fi (t) . (2)

となる．Rn (t)は，熱平衡状態での相関関数を求める
ために導入した熱ゆらぎであり，fn (t)は外力を表し
ている．

2.2 解
各粒子ごとの方程式を行列でまとめて表すと

m
d2x

dt2
(t) =Mx(t) − γdx

dt
(t) +R(t), (3)

x(t) B

©«

x1(t)
x2(t)
...

xn(t)

ª®®®®®®®¬
, R(t) B

©«

R1(t) + f1 (t)
R2(t) + f2 (t)

...

Rn(t) + fn (t)

ª®®®®®®®¬
,

M B

©«

−kL − kR kL 0 0 kR

kR −kL − kR kL · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

kL 0 · · · kR −kL − kR

ª®®®®®®®®®®¬
,

となる．これを解くにはまず，固有モードを求める．
そして，各モードごとに方程式を解き，モードの位
置や速度から粒子ごとの位置や速度を求めればよい．
初めに行列M の固有値，固有ベクトルを求める．
固有方程式を解くと固有値 sは

s = f (1) , f (a) , f
(
a2

)
, . . . , f

(
an−1

)
, (4)

となる．ここで a, f (1) , f (a) , . . . , f
(
an−1) は，

a B ei
2π
n ,

f
(
a0

)
= f (1)

= 0,

f (a) = − (kL + kR) + kLa + kRan−1

= − (kL + kR) + kLa + kRa−1,

f
(
a2

)
= − (kL + kR) + kLa2 + kRa2(n−1)

= − (kL + kR) + kLa2 + kRa−2,

...

f
(
an−1

)
= − (kL + kR) + kLa(n−1) + kRa(n−1)

2

= − (kL + kR) + kLa−1 + kRa,

となる．また，行列 M を対角化するための直交行
列 Pは

P =
1
√

n

©«

1 1 1 · · · 1

1 a a2 · · · a(n−1)

1 a2
. . .

...

...
...

. . .
...

1 a(n−1) · · · · · · a(n−1)
2

ª®®®®®®®®®®¬
, (5)

P−1 =
1
√

n

©«

1 1 1 · · · 1

1 a−1 a−2 · · · a−(n−1)

1 a−2
. . .

...

...
...

. . .
...

1 a−(n−1) · · · · · · a−(n−1)
2

ª®®®®®®®®®®¬
(6)

=
1
√

n

(
p1 p2 · · · · · · pn

)
, (7)

となる．方程式 (33)は

m
d2P−1x

dt2
(t) = P−1MPP−1x (t)−γdP

−1x
dt

(t)+P−1R (t) ,
(8)

と変形でき，

m
d2qi
dt

(t) = f
(
ai−1

)
qi (t) − γ

dqi
dt

(t) + R(q)
i (t) , (9)

と表せる．qi は座標変換後の基準座標

qi (t) =
1
√

n
pi · x (t) (i = 1, 2, 3) , (10)

Rq
i は座標変換後の基準座標であらわした揺動力

Rq
i (t) = pi ·R (t) (i = 1, 2, . . . , n) , (11)

を表す．

2.3 線形 BL-OVモデルの解
非斉次の定数係数線形方程式 (99)を解いて

qi (t) =
q′
i (t0) − λ

(i)
B qi (t0)(

λ
(i)
A
− λ(i)B

) eλ
(i)
A
(t−t0)

2



−
q′
i (t0) − λ

(i)
A

qi (t0)(
λ
(i)
A
− λ(i)B

) eλ
(i)
B (t−t0)

+

∫ t

t0

dt ′
Rq
i (t ′) eλ

(i)
A
(t−t′)

m
(
λ
(i)
A
− λ(i)B

)
−

∫ t

t0

dt ′
Rq
i (t ′) eλ

(i)
B (t−t′)

m
(
λ
(i)
A
− λ(i)B

) , (12)

ここで，λ(i)
A
, λ

(i)
B は，

λ
(i)
A
=

−γ +
√
γ2 + 4m f

(
ai−1

)
2m

, (13)

λ
(i)
B =

−γ −
√
γ2 + 4m f

(
ai−1

)
2m

. (14)

x (t) = Pq (t)より，x (t)の要素 xi (t)と q (t)の要素
qk (t)とは，お互いに次の関係にある：

xi (t) =
1
√

n

n∑
j=1

a(i−1)(j−1)qj (t) (i = 1, 2, . . . , n) ,

qk (t) =
1
√

n

n∑
l=1

a−(k−1)(l−1)xl (t) (k = 1, 2, . . . , n) .

これらの関係を用いれば，(1212)から，xi (t)が次のよ
うにもとまる：

xi (t)

=
1
n

n∑
j=1

n∑
k=1

a(j−1)(i−k)

(
uk (t0) − λ(j)B xk (t0)

)(
λ
(j)
A

− λ(j)B

) eλ
( j)
A
(t−t0)

− 1
n

n∑
j=1

n∑
k=1

a(j−1)(i−k)

(
uk (t0) − λ(j)A xk (t0)

)(
λ
(j)
A

− λ(j)B

) eλ
( j)
B (t−t0)

+
1
n

n∑
j=1

n∑
k=1

a(j−1)(i−k)
∫ t

t0

dt ′
Rk (t ′) eλ

( j)
A
(t−t′)

m
(
λ
(j)
A

− λ(j)B

)
− 1

n

n∑
j=1

n∑
k=1

a(j−1)(i−k)
∫ t

t0

dt ′
Rk (t ′) eλ

( j)
B (t−t′)

m
(
λ
(j)
A

− λ(j)B

)
3 応答関数と相関関数
3.1 定義
前節で設定したモデルを用いて，速度 uµ (t) :=

dxµ (t) /dt の応答関数と相関関数を求める．運動方
程式に外力 fν (t)を加えた場合の応答関数 ϕµν は，次
で定義される（外力の下付き添字は，外力を加える
粒子の番号を表す）：⟨

uµ (t)
⟩
fν
−

⟨
uµ

⟩
eq
=

∫ t

−∞
ds ϕµν (t − s) fν (s) .

また，粒子ごとに独立なガウシアンノイズ Rν (t)を
加えた場合の速度の相関を

Cµν (t − s) :=
⟨
uµ (t) uν (s)

⟩
eq
,

⟨Rν⟩eq =0,⟨
Rµ (t) Rν (s)

⟩
eq
=2γkBTδµ,νδ (t − s)

と定義する．ここで，⟨·⟩はアンサンブル平均，⟨·⟩eq
は平衡状態における熱ゆらぎのアンサンブル平均，
⟨·⟩ fν は粒子 νだけに外力 fν を加えたときのアンサン
ブル平均をあらわす．
外力を f = (0, . . . , 0, fo (t) , 0 . . . , 0)⊤と設定したとき，

x ′
i (t) ≡ ui (t)として速度を表せば，速度，外力，応答
関数の関係が次のようにもとまる：

⟨ui (t)⟩ fo − ⟨ui⟩eq =
∫ t

t0

dt ′ fo (t ′) ϕi,o (t − t ′) ,

⟨ui⟩eqは定常状態での速度を表している．ここで，応
答関数 ϕi,o (t)は次のように与えられる：

ϕi,o (t)

=

n∑
j=1

a(j−1)(i−o)

n

λ
(j)
A

eλ
( j)
A
t

m
(
λ
(j)
A

− λ(j)B

) − λ(j)B

eλ
( j)
B t

m
(
λ
(j)
A

− λ(j)B

)  .
(15)

t > t ′の場合の相関関数を求めると，

Cio (t − t ′)

=
1
2γ

T
n2

1
m

n∑
j=1

a(j−1)(i−o)(
λ
(j)
A

− λ(j)B

) [
λ
(j)
A

eλ
( j)
A
(t−t′) − λ(j)B eλ

( j)
B (t−t′)

]
+

T
n2

1

m2

n∑
j=1

∑
p,j

a(j−1)(i−o)(
λ
(j)
A

− λ(j)B

)
×


−λ(j)

A
λ
(j)
A

eλ
( j)
A
(t−t′)(

λ
(j)
A
+ λ

(p)
A

) (
λ
(j)
A
+ λ

(p)
B

) + λ
(j)
B λ

(j)
B eλ

( j)
B (t−t′)(

λ
(j)
B + λ

(p)
A

) (
λ
(j)
B + λ

(p)
B

) 
+

T
n2

1

m2

n∑
j=1

n∑
p=1

∑
k,o

a(j−1)(i−k)+(p−1)(o−k)(
λ
(j)
A

− λ(j)B

)
×


−λ(j)

A
λ
(j)
A

eλ
( j)
A
(t−t′)(

λ
(j)
A
+ λ

(p)
A

) (
λ
(j)
A
+ λ

(p)
B

) + λ
(j)
B λ

(j)
B eλ

( j)
B (t−t′)(

λ
(j)
B + λ

(p)
A

) (
λ
(j)
B + λ

(p)
B

)  .
(16)

相関関数 (1616)の右辺第一項が，定数倍をのぞいて応
答関数 (1515)と一致していることが確認できる．この
段階まででは，非対称性と揺動散逸関係のやぶれと
の関係がわかりづらいため，具体的に N = 3の場合
の結果から考察を行う．
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3.2 N = 3の場合の揺動散逸関係
３体の場合は見通しがよく，相関 C11 (t)と応答関
数 ϕ11 (t)には以下の関係がある：

C11 (t − s)

=
T γ2 (λA + λB)

2γ
(
(λA + λB) γ2 − m(λA−λB )2

2

) ϕ11 (t − s)

+
T (λA − λB)

(√
γ2 + 4m λA

√
γ2 + 4m λB

)−1
6

(
(λA + λB) γ2 − m(λA−λB )2

2

)
×

(√
γ2 + 4m λBλAe

−γ+
√

γ2+4m λA
2m (t−s)

−
√
γ2 + 4m λBλBe−

γ+
√

γ2+4m λA
2m (t−s)

−
√
γ2 + 4m λAλAe

−γ+
√

γ2+4m λB
2m (t−s)

+

√
γ2 + 4m λAλBe−

γ+
√

γ2+4m λB
2m (t−s)

−
√
γ2 + 4m λA

√
γ2 + 4m λB

(λA − λB)
2γ

e−
γ
m (t−s)

)
,

ここで，応答関数 ϕ11 (t − s)と λAと λB は，

ϕ11 (t − s)

=
1

6m
√
γ2 + 4m λA

√
γ2 + 4m λB

×
(√
γ2 + 4m λB

(√
γ2 + 4m λA − γ

)
e

−γ+
√

γ2+4m λA
2m (t−s)

+

√
γ2 + 4m λB

(√
γ2 + 4m λA + γ

)
e−

γ+
√

γ2+4m λA
2m (t−s)

+

√
γ2 + 4m λA

(√
γ2 + 4m λB − γ

)
e

−γ+
√

γ2+4m λB
2m (t−s)

+

√
γ2 + 4m λA

(√
γ2 + 4m λB + γ

)
e−

γ+
√

γ2+4m λB
2m (t−s)

+2e−
γ
m (t−s)

√
γ2 + 4m λA

√
γ2 + 4m λB

)
.

λA = −1
2

(
3 + i

√
3
)

kL − 1
2

(
3 − i

√
3
)

kR,

λB = −1
2

(
3 − i

√
3
)

kL − 1
2

(
3 + i

√
3
)

kR .

(λA − λB) , 0では，右辺の２項目がゼロにならな
い．したがって，非対称散逸系では，有効温度など
による温度係数 kBT の補正を行なっても揺動散逸関
係が満たされない．また，非対称性の度合い kL − kR

の大きさに比例して，第２項が大きくなっていくと
考えられる．実際に数値計算での確認をおこなった
ところ，非対称性の度合いが大きくなるにしたがっ
て，相関関数と応答関数の差が大きくなった．

4 まとめ
非対称散逸系である線形化された BL-OVモデル
の相関関数と応答関数を解析的に計算した．N 体の
場合における相関関数と応答関数の関係を調べた．
N = 3 の場合を具体的に示し，非対称性の度合い
が高ければ高いほど揺動散逸関係のやぶれが大きく
なることを示した．揺動散逸関係のやぶれを物理的
に解釈することを考えた場合，原田と佐々の関係式
⟨Ji (t)⟩eq = γi

{
v̄2i +

∫ ∞
−∞

dω
2π

[
C̃ii (ω) − 2T R̃′

ii (ω)
]}
（文献

[33]）を用いることができるであろう．ここで，Ji は
関本によって提案された，i 番目の座標からの外系
へのエネルギー散逸 [44]（外系が熱環境なら，熱流），
Ji (t)∆t ≡

∫ t+∆t

t
[γivi (s) − ξi (s)] ◦ dxi (s)を表している．

この解釈は一見リーズナブルに思える．しかし，線
形化された BL-OVは，そのままではラグランジュ
関数を持たないことが示せるため，Ji をナイーブな
意味でのエネルギー散逸と考えて良いかどうかは，
異なる視点での正当化が必要に思える．
今後の展望として，N体の場合における非対称性度
合いと揺動散逸関係の破れの度合いとの関係を明ら
かにすることが考えられる．また，解析計算からもと
まった値と，線形化する前の非線形項を含む BL-OV
での数値シミュレーションの結果とを比較して，非
線形性の効果と非対称性の効果の関係を探りたい．
さらなる展望として，元の BL-OVに見られる定
常流解ではない動的平衡状態を基準として揺動散逸
関係を調べることを考えている．
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